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1 はじめに

近年，情報技術の発展により，大量のデータを解析す
るデータマイニングや多変量解析の技術が注目を集めて
いる．これらの技術の中で，様々な予測モデルが提案さ
れてきており，有用性が示されてきた．その中で，説明
変数を入力として，目的変数を予測するための代表的な
モデルとして，決定木モデルや線形回帰モデルがある．
決定木モデルとは，データの説明変数をもとに木構

造を用いて目的変数を予測するモデルであり，CHAID，
CART，ID3など様々な決定木生成アルゴリズムが提案さ
れてきた [1] ．決定木モデルでは，モデルの性質上，目的
変数は離散変数，連続変数は問わないが，説明変数は離
散変数であるか，あるいは離散化されて木構造に取り込
まれる．実問題を考えたとき，説明変数に離散変数と連
続変数が混在している場合を考えるのが望ましい．また，
決定木モデルでは説明変数と目的変数間に線形の関係が
あっても，これを細かく離散化して複雑な木構造を作っ
てしまう．
一方，線形回帰モデルとは，データの説明変数をもと

に線形関数を用いて目的変数を予測するモデルであり，重
回帰分析，数量化 I類など様々な分析手法が提案されて
きた [2] ．線形回帰モデルでは，説明変数には特に制約も
なく扱うデータにおいて柔軟に対応できる特徴を持って
いる．しかし，一般的に線形回帰モデルの特徴として交
互作用があるデータに対しては，1つの回帰式を用いて直
接モデル化することが困難である．このような層別因子
をもつ回帰分析では，層別して推定した回帰パラメータ
に有意差がある場合には，層別して複数の回帰式を当て
はめた方が良いことも知られている．層別因子をもつ場
合，層別される回帰式を木構造を用いて表現するモデル
がある [3],[4]．さらに，この層別因子を交互作用基準で決
定することで．より効果的な層別を行う研究も行われて
いる [5]．
一方，これまでの代表的な予測モデルは，学習データ

が与えられたもとで考えられる全てのモデルの中から適
切な 1つのモデルを選択する方法がほとんどであった．し
かし，学習データが与えられたもとで未観測のデータを
予測するという問題を考えた場合，必ずしも 1つのモデ
ルを選択する必要はない．そこで，考えられる全てのモ
デルの混合をとり，ベイズ基準で平均予測誤り率を最小
にするベイズ最適な予測アルゴリズムの研究がされてお
り，これを効率的に計算する予測アルゴリズムが提案さ
れている [6]．
そこで本研究では，より実問題に近いデータを想定し

て，離散変数と連続変数の混在する説明変数により考え
られる連続の目的変数を予測する問題を対象とする．そ
して，線形回帰モデルをベースとし，説明変数間に交互

作用が考えられる部分において決定木モデルを用いて階
層的層別化を表現することで，交互作用のあるデータに
対して適用できるモデルを考える [3]-[5]．本研究では，こ
のようなモデルクラス上で効率的なベイズ最適な予測ア
ルゴリズムを提案する．さらに，提案モデルの有効性を
示すために，人工データによる検証と実データによる検
証を行う．

2 関連研究

層別因子をもつ回帰分析による研究として，Quinlanや
Karalicは層別された複数の回帰式を決定木を用いて表現
するモデルを提案している [3],[4]．さらにこのモデルを拡
張した研究として，関らは線形回帰モデルを交互作用効
果の大きさを基準とした階層的な層別を行い，樹形モデ
ルの中間ノードにも回帰項を割り当てることを許容した
モデルを提案している [5]．関らの研究では，層別の分岐
基準としてモデル選択手法の一つであるMDL基準 [7]を
用いている．これらの研究では，考えられるモデルクラ
ス上から MDL基準などを用いてモデルを１つ選択して
いる．これらのモデル選択手法に対して，本研究では，考
えられる提案モデルクラス上で，効率的にベイズ最適な
予測法を提案する．
ベイズ最適な予測アルゴリズムの研究はいくつか存在

する．例えば，須子らは目的変数が多項分布に従う離散変
数を予測対象とした決定木モデルにおけるベイズ最適な
予測アルゴリズムを提案した [8]. これに対し，著者らは
目的変数が正規分布に従う連続変数を予測対象とし，決
定木の混合モデルによるベイズ最適な予測アルゴリズム
を提案している [9]．これら２つの研究は，松嶋らによる
ベイズ符号アルゴリズム [6]を決定木モデルに応用したも
のであり，ベイズ最適な予測を効率的に計算するアルゴ
リズムを提案している．
一方で，鈴木らは線形回帰モデルにおけるベイズ最適

な予測アルゴリズムを提案している [10]．この研究では，
線形回帰モデル上で成り立つ事後確率に漸近正規性を用
いて，混合事後分布を漸近近似的に求めることでベイズ
最適な予測を計算している．

3 準備

3.1 線形回帰モデルの構成

本研究で取り扱う線形回帰モデルについて説明する．p
個の離散変数と連続変数が混在している説明変数ベクト
ル x = (a1, a2, · · · , ap)T を用いて，連続型の目的変数 y

を予測する問題を考える．ただし，Tは転置を表わす．こ



のとき線形回帰モデルは以下のように定義する．

ŷ = β0 + βTx+ ϵ. (1)

このとき，β = (β1, β2, · · · , βp)T を p個の偏回帰係数ベ
クトル，ϵを残差項とし，ϵ ∼ N(0, σ2)に従うものと仮定
する．

3.2 決定木モデルの構成
本節では，決定木モデルとベイズ最適な混合モデルの

構成法について述べる．あるデータをK 次元の離散説明
変数ベクトル v = (c1, c2, · · · , cK)と，そのデータが属す
る目的変数 yのセットで表す．
決定木モデルのクラスで v に対する質問の内容を

ψd(d = 1, 2, · · · , D) とし，質問 ψd に対し v が真 (1) か
偽 (0) かを返す関数を ωψd

(v) ∈ {0, 1} とする．ただし，
D ≤ K である．また，全ての d ∈ {1, 2, · · · , D}に対し，
ωd = ωψ1

(v), ωψ2
(v), · · · , ωψd

(v)とする．
ωdが与えられた時に一意に定まる状態を sωd とし，sωd

に基づき予測を行う．図 1の (a)は D = 2における 1つ
の決定木モデルの例である．予測対象である y の条件付
分布パラメータは，葉ノードのみに与えられる．一方，決
定木モデルの混合モデルは，最大次数の決定木モデルの
クラスに属するため，やはり木の形で描くことができる．
そこで，全ての決定木の混合モデルの各ノードを状態 s

とし，全ての sの集合を Sとする．このとき，状態 s ∈ S
を決定木モデルの葉ノードに対応させた場合，D = 2に
おける全ての決定木の混合モデルは図 1の (b)で表すこ
とができる．
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図 1．決定木モデル

4 提案手法

4.1 問題設定
p個の離散変数と連続変数が混在している説明変数ベ

クトル x = (a1, a2, · · · , ap)T を用いて，連続型の目的変
数 yを予測する問題を考える．このとき，p個の説明変数
ベクトルのうち，離散変数が r個，連続変数が (p− r)個
が混在しているものとする．r個の離散説明変数のうち，
交互作用のあるD個を層別因子とし，これを質問に対応
させた深さ Dの木を生成する．
学習データとしてxn = x1x2 · · ·xnと yn = y1y2 · · · yn

の長さ nの系列を考え，xi と yi の組を zi = (xi, yi)と
し，合わせて zn = z1z2 · · · zn と表記する．本研究で対
象とする予測問題は，znが得られているもとで，新たに
xn+1 が与えられたとき，対応する yn+1 を逐次的に予測

する問題である．また，目的変数 y は層別因子が与えら
れたもとでの，残りの説明変数による条件付き線形回帰
モデルに従うものとする．

4.2 概要
図 2の (a)は，回帰木のイメージ図であり，図 2の (b)

は層別木のイメージ図である．
回帰木とは，決定木のなかでも目的変数が連続変数の

場合を木構造で表したモデルである．著者らの従来研究
[9]では，目的変数 yを離散説明変数ベクトル xが与えら
れたもとでの条件付正規分布に従うモデルの予測問題を
対象としていたため，回帰木の葉ノードに正規分布を仮
定したもとで，効率的なベイズ最適な予測法を提案した．
それに対し，図 2の (b)のように，葉ノードに対して

線形回帰式を付与させたモデルを層別木と呼ぶことにす
る．これは，根ノードから階層的に層別して回帰モデル
を構成していることを意味する．層別木を考えている研
究は，2章で述べたようにこれまでにいくつか存在してい
る [3]-[5]．本研究でも目的変数 y の分布が離散と連続が
混在している説明変数ベクトル xが与えられたもとでの
条件付線形回帰モデルで表される予測問題を対象として
いるので，層別木を考えている．
従来の層別木による研究がモデル選択手法であるのに

対し，本研究では，層別木を用いて階層化した全ての部
分木モデルの混合を効率的に計算する予測法を提案する．
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図 2．回帰木と層別木イメージ

4.3 ベイズ最適な予測の定式化
予測対象が連続値なので，二乗誤差損失で考え，その

ベイズ最適な予測は以下の式で求めることができる．た
だし，ŷは yの予測値とする．

ŷn+1 =

∫
yn+1

yn+1

∑
m∈M

∫
βm

∫
σ2

m

P (yn+1|m,xn+1, z
n,βm,σ

2
m)

× P (βm,σ
2
m|m,zn)P (m|zn)dβmdσ

2
mdyn+1．

(2)

=
∑
m∈M

ŷmP (m|zn)． (3)

モデル m のもとでカテゴリ y の発生する確率を
P (y|m,x,βm,σ2

m) とする．このとき，m ∈ M は 1 つ
の決定木モデルを表し，βm ∈ Bmと σ2

m ∈ Σmはモデル
mの未知のパラメータである．また，ŷm はモデルmに
含まれる回帰式の予測値である．



式 (2)は，全ての考えられるモデルの混合事後予測分
布の平均値を表している．本研究では，式 (2)を式 (3)の
ように変形することにより，混合事後予測分布の平均値
をとるのではなく，各モデルmの事後予測分布の平均値
の混合をとることでベイズ最適な予測値を算出する．各
モデルの事後予測分布の平均値は，各モデルに含まれる
回帰式の予測値である．

4.4 混合モデルのもとでのベイズ最適な予測
式 (3) では全ての決定木モデル m を混合しているが，

D が大きくなると考慮すべきモデルの数 |M| は指数的
に増大してしまう．そこで，図 2の (b)の全ての決定木
の混合モデルのもとで式 (3)を効率的に計算することが
できる．式 (3) を計算するためには，xn+1 が与えられ
た時に定まる各状態 sωd における yn+1 の事後予測分布
P (yn+1|xn+1,z

n, sωd)を計算する必要がある．事後予測
分布を計算するために，各状態 sωd における未知のパラ
メータ βs

ωd と σ2s
ωd
の事前分布として，以下の式で表さ

れる局所一様事前分布を採用する．

P (βs
ωd , σ

2
s
ωd

) ∝ (σ2)−1. (4)

式 (4)をもとにベイズの定理を用いて推測を行うと，事
後予測分布 P (yn+1|xn+1,z

n, sωd)は以下に示す多変量 t

分布に従うことがわかる [11]．

P (yn+1|xn+1,z
n, sωd)

∼ t
[
ŷs

ωd , {1 + xtn+1

(
Xt
s
ωd

Xs
ωd

−1
)
xn+1}b2s

ωd
, νs

ωd

]
.

(5)

ただし，ŷs
ωd , b

2
s
ωd

, νs
ωd は，それぞれ状態 sωd における

予測値，残差平方和，多変量 t分布の自由度であり，Xs
ωd

をデータ数 ns
ωd + 1次元の説明変数行列とする．

式 (5)で示すように，各状態 sωd の事後予測分布の平均
値は，各状態 sωd に含まれる回帰式の予測値である．よっ
て，式 (3)を混合モデルのもとに置き換えると以下の式
で示すことができる．

ŷn+1 =
∑
s
ωd

ŷs
ωdP (sωd |xn+1, z

n). (6)

式 (6) の通り，ベイズ最適な予測値は各状態の予測値の
混合（期待値）を取ればよい．

4.5 効率的な計算アルゴリズム
状態 sωdの事後確率を以下の式で定義する重みパラメー

タで表すことで，学習のパラメータ更新を効率的に行う
ことが出来る．

P (sωd |zn) = q(sωd |zn)
d∏
l=0

(1− q(sωl |zn))． (7)

式 (6) と式 (7) を用いて，ŷn+1 は xn+1 が与えられた
ときに定まる状態の列 sω0 , sω1 · · · , sωD における予測値
ŷsω0 , ŷsω1 , · · · , ŷsωD を用いて以下の再帰計算で計算さ
れる．

ŷn+1 =yn+1(z
n, sω0),　 (8)

ŷn+1(z
n, sωd) =q(sωd |zn)ŷs

ωd

+(1− q(sωd |zn))ŷn+1(z
n, sωd+1)．

(9)

5 人工データを用いた検証

提案手法の有効性を検証するために，人工データによ
る数値実験を行う．

5.1 実験条件

離散変数と連続変数が混在した 5次元の説明変数を用
意する．このとき，離散変数を 3つ，連続変数を 2つ用
意した．
D次元の交互作用のある離散変数は，回帰の層別因子

として木の枝に対応させ，層別木を構成する．目的変数
は深さ D = 2の完全層別木のもとで交互作用のあるよう
にデータを発生させる．ここで完全層別木とは最大深さ
Dまで全ての葉ノードが開いている状態であり，その深
さのモデルクラスの中で最も表現能力の高いモデルとし
て考えられる．データを発生させるパラメータ偏回帰係
数の値は適当に定めた．
このとき，比較手法として 5つの説明変数全てを使用

した線形回帰分析（数量化 I類）で推定されたモデルで
データを予測する方法を考える．
学習データを 100 件から 1000 件までの 100 件刻みと

し，それぞれの学習データで生成されたモデルのもとで，
テストデータ 1000件に対しての平均二乗誤差を計算する．
これをを 1セットとし，繰り返し 100セットを行うもの
とする．

5.2 実験結果及び考察

図 3に実験結果を示す．横軸は，学習データ数，縦軸
は予測値と観測値の平均二乗誤差とする．
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図 3．人工データの結果

図 3より，学習データ数が 100件から 1000件までの全て
の場合で，提案手法の方が通常の線形回帰モデル (数量化
I類)による平均二乗誤差よりも低く抑えることが出来た．
今回の実験では，説明変数間で交互作用のあるように

人工データを発生させたため，比較手法である通常の線
形回帰モデル (数量化 I類) では，この構造を表現するこ
とができず，交互作用を考慮した提案手法の方が予測精
度が高くなったと考えられる．この結果より，交互作用
のあるデータに対して提案手法の有効性を示すことがで
きた．

6 実データを用いた検証

提案手法を実データに適用し予測性能の検証を行う．今
回扱う実データとして賃貸物件サイト「ＣＨＩＮＴＡＩ」
[12]を利用し，そのデータをもとに家賃の価格予測を行う．



6.1 実験対象データ
実験対象データは山手線沿線の賃貸物件データ 12,695

件のデータ (2011年 6月 10日時点)とし，専有面積，築
年数など全部で 16項目の変数を抽出した．抽出してきた
変数項目を表 1に示す．

表 1．変数項目

目的変数 家賃

説明変数 駅までの距離 , 南向き
バス・トイレ別 , ペット相談可

2階以上 , 専有面積
室内洗濯機置場 , 建物
駐車場付 , ベランダ
エアコン , 階層

フローリング , 築年数
オートロック ，階建

6.2 実験条件
抽出したデータのうち，学習データを 100件から 500件

までの 100件刻みとし，残りの件数からランダムに 10,000

件抽出したものをテストデータとし，これを繰り返し 100

回行う．
表 1からの変数選択方法として変数増加法を用いた．ま

た，学習データごとに変数選択された説明変数らを分散
分析を行い交互作用を抽出した．有意水準は 5%有意とし
た．分散分析を行った結果，交互作用があると判断され
た場合には，提案手法において，その変数らを質問とみ
なして層別木モデルを生成し，その層別木モデルのもと
でベイズ最適な予測を構成する．
比較手法として，通常の線形回帰分析 (数量化 I類)と

層別因子で階層化した完全層別木のもとでデータを予測
していくものとする．

6.3 実験結果及び考察
図 4に実験結果を示す．横軸は学習データ数，縦軸は

予測値と観測値の平均二乗誤差である．
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図 4．実データでの検証

図 4より，学習データ数が 100件から 500件の全ての場
合で提案手法の方が平均二乗誤差を低く抑えることがで
きた．
提案手法が比較手法である通常の線形回帰モデル (数

量化 I類)による平均二乗誤差より低く抑えたことで，実
データに対しても交互作用のある部分を Tree表現で階層
化した提案モデルの有効性を示せた．
また，提案手法が比較手法である完全層別木による平

均二乗誤差より低く抑えたことで，交互作用がある部分

を全て開いた完全層別木のモデルよりも，完全木を含ん
だ考えられる全てのモデルを混合したベイズ最適な予測
モデルである提案手法の方の有効性を示せたといえる．こ
のことは，未知データの予測という問題においては，モ
デルを一つ選択するよりもベイズ最適にモデルを混合し
た予測の方が有用であることを示している．

7 今後の課題とまとめ

本研究では，層別回帰モデルの Tree表現によるベイズ
最適な予測法を提案した．提案モデルでは，複数の層別
因子による階層的層別によって考えられる層別回帰モデ
ルのクラス上で，効率的にベイズ最適な混合モデルを導
く方法が与えられているモデルと考えられる．
実際に提案手法の有効性を示すために交互作用のある

人工データでの検証において通常の線形回帰モデル (数量
化 I類)を比較とした実験を行い，有効性を示した．更に，
実データでの提案手法の有効性を示すために，賃貸物件
の家賃データでの検証を行った．結果として，通常の線
形回帰モデル (数量化 I類)，交互作用の部分を全て開い
た完全木モデルに比べて有効性を示した．
今後の課題は，線形回帰モデルだけでなく様々な確率

モデルへのモデル拡張である．
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