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　1. 研究背景と目的
各変数間に因果関係を仮定し，統計モデルを用いて観測デー
タから因果的効果を推定する因果分析は社会科学・工学・医
学といった学術的分野に留まらず，マーケティングなどの
ビジネス現場でも用いられている．因果分析を行う手法の一
つにランダム化実験があげられる．ランダム化実験では，立
案した施策を行う処理群と対照群の 2つに無作為で母集団を
分割し，これらの群間の平均値の差によって介入の効果を測
定し，施策の評価を行う．このとき用いられる尺度を平均介
入効果 [1]といい，介入を行ったことによって変化した目的
変数の確率分布の平均値で評価する．しかし，ランダム化実
験の実施に莫大な費用を要する場合や倫理的な問題が伴う場
合には，実験自体を行うことが難しくなってしまう．そのた
め観測データから平均介入効果を推定する手法のニーズが増
しており，定量的に因果効果を推定する統計的因果推論がそ
のための手法として注目されている．こうした分析を行う具
体的な手法として傾向スコア法やパス解析といった方法が挙
げられ，様々な分野で応用事例が報告されている [2]．こう
した手法で推定した因果効果はある症状に対する治療法の評
価や政策の評価などの重要な場面で役立てられることが考え
られるため，介入効果を一層正しく推定する方法が求められ
ている．
以上の背景のもと，堀井ら [3]は，介入効果を推定する問
題を統計的決定理論 [4]の枠組みを用いて定式化を行い，変数
間の因果関係を表現した因果ダイアグラムが既知の場合と一
意に定まらない場合のそれぞれについてベイズ最適な介入効
果の推定量を導いている．また，ベイズ基準のもとで最適と
なる決定関数を導出した．この手法では，モデルや構造方程
式のパラメータを一意に定めることなくモデルの事後確率や
パラメータの事後分布で重み付けを行うことで，ベイズ最適
な介入効果の推定式が示されている．堀井らのの従来手法は，
因果ダイアグラムが既知もしくは，事前知識や観測データか
ら候補となるモデルが分かっている場合にベイズ最適な介入
効果を求めることが可能な方法である．しかし，観測データ
には複数の確率変数が存在し，データの生成過程が複雑と考
えられる状況で因果ダイアグラムの候補を列挙するのは困難
である．
そこで本研究では，予め変数間の因果関係が向きを含めて
事前知識や観測データによって分かっているという仮定の下
で，ベイズ最適な平均介入効果の近似推定を可能にする実用
的なアルゴリズムの提案を目的とする．具体的には，全ての
因果関係を考慮したフルモデルから，一部の矢線を取り除く
ことで得られるモデルによって構成されるモデルの集合から

無作為に任意の数だけモデルをサンプリングし，サンプリン
グされた少数のモデルで混合操作を取り，ベイズ最適な平均
介入効果の近似計算を行うアルゴリズムを提案する．数値実
験では，提案アルゴリズムによって得られる推定値とベイズ
最適な平均介入効果に対する近似精度の評価を行い，結果と
考察を示す．

図 1: 因果ダイアグラム Gの例

2. 準備
この節では，因果ダイアグラムと構造方程式の定義につい
て述べた後，平均介入効果の定義について述べる．
2.1. 因果ダイアグラムと構造方程式
[定義 1] 非巡回的有向グラフ Gとその頂点に対応する確率
変数の集合 V = {X1, X2, · · · , XP }が与えられている．グ
ラフ Gが確率変数間の因果的関係を

Xi = gi(pa(Xi), ϵi)　 (i = 1, · · · , P ), (1)

の形に規定し，確率変数がこの因果的関係に従って生成され
るとき，このグラフを因果ダイアグラムという．また，式
(1)を X1, X2, · · · , XP に対する構造方程式という．関数
giは任意の非線形関数を表す．ここで，pa(Xi) ⊂ V はXi

へ矢線を持つ変数の集合である．また，誤差変数 ϵ1, · · · , ϵP
は互いに独立であるとする．
2.2. 平均介入効果
因果ダイアグラムが与えられているとき，Pearl[5]はある
処置変数Xの値を他の変数に関係なく一定の値に固定する処
理を介入と定義し，このときの別の変数 Yの分布を介入効
果として以下のように定義した.

[定義 2] 非巡回的有向グラフ Gとその頂点に対応する確率
変数の頂点集合 V = {X,Y, Z1, · · · , Zp}とするとき，

p(y|do(X = x )) =∫
· · ·

∫
p(x , y , z1 , · · · , zp)

p(x |pa(x ))
dz1 · · · dzp， (2)

を Xの Yへの介入効果という．ここで，do(X = x )は介
入したことによって Xの値を xに固定する処理のことを表
している．また，p(x|pa(x ))は pa(x )を与えたときのX の
条件付き分布である．
式 (2)は因果ダイアグラムが一意に定まり，各確率変数間
の確率分布が推定できて初めて計算可能なものになっている．



ここで，堀井らの研究では因果ダイアグラムを表す変数をm

とおき，確率分布がパラメータ θmにより規定されるパラメ
トリックな分布で表現されるとした．yが連続値であるとき
の平均介入効果 [6]は，式 (2)を用いると以下のようになる．

ȳx(m,θm) =

∫
y · p(y|do(X = x ),m,θm)dy . (3)

[例 1] 確率変数の集合 V = {X,Y, Z}の因果ダイアグラム
が図 1のように与えられ，そのときの構造方程式が線形構造
方程式であるとすると，

Z = θZ |XX + ϵz,　ϵz ∼ N (0, 12)， (4)

Y = θY |ZZ + ϵy,　ϵy ∼ N (0, 12)， (5)

で与えられる．このとき，θm = (θZ |X , θY |Z)である．こ
こでN (µ, σ2)は平均µ,分散がσ2の正規分布を表すとする．
このモデルの平均介入効果は，

ȳx(m = G,θm=G) = θY |Z θZ |X x， (6)

で与えられる．
3. 決定理論に基づく介入効果の推定
この節では堀井らが提案した決定理論に基づいて介入効果
を推定する手法について説明する．特に，平均介入効果に対し
てベイズ基準のもとで最適となる決定関数を導出し，具体例を
用いて説明を行う．まず，決定理論によって介入効果を推定
する問題の定式化とベイズ最適な平均介入効果の導出 [7]を行
う．最初に従来研究の仮定について説明する．因果ダイアグ
ラムのモデルを表すパラメータmは未知であり，そのもとで
定まる θmも未知である．そのため，これらを得られたデー
タから推定する必要がある．各変数 (X,Y, Z1, · · · , Zp)の
サンプルとして，DN = {(xn, yn, z1n, · · · , zpn

)}n=1,···,N

が与えられているとき，決定関数 Ay(x ,DN )は DN を入
力として，介入効果の推定値を指す．決定関数の誤差を測る
ために損失関数を設定する必要があり，平均介入効果を求め
る際には，二乗誤差損失を採用する．このときの損失関数を
以下に示す．

loss(m,θm, Ay(x,DN )) =

(ȳx(m,θm)−Ay(x,DN ))2． (7)

リスク関数は式 (7)の損失関数を DN に関して期待値をとっ
て定義されるため，

Risk(m,θm, Ay(x)) =

EDN |θm [loss(m,θm, Ay(x,DN ))]， (8)

リスク関数はパラメータm,θmの関数となる．しかし，任
意のパラメータに関してリスク関数を最小化する決定関数は
存在しない. 堀井らの研究では因果ダイアグラムの候補集合
Mが与えられたもとでm ∈ Mに対して事前分布 p(m)を

因果ダイアグラムmのもとで定まるパラメータ θmの事前
分布として p(θm)を仮定できるとし，ベイズリスク関数を
考える．

BR(Ay(x)) = Em[Eθm|m [Risk(m,θm, Ay(x))]]．
(9)

このとき，以下の定理が成り立つ．
[定理 1] 式 (9)を最小化するベイズ最適な決定関数は以下で
与えられる．

Ay∗(x,DN ) = E[y|do(X = x ),DN ]． (10)

ただし，

E[y|do(X = x ),DN ] =∑
m∈M

p(m|DN )E[y|do(X = x ),m,DN ]， (11)

とおいた．ここで，

E[y|do(X = x ),m,DN ] =∫
ȳx(m,θm)p(θm|m,DN )dθm， (12)

となり，式 (11)を計算することによって因果ダイアグラム
が一意に定まらない場合にベイズ最適な平均介入効果を推定
することが可能になる．
[例 2]確率変数の集合V = {X,Y, Z}の因果ダイアグラムが
図 1のように与えられ，その時の構造方程式が式 (4), (5)で
与えられるとする．各パラメータθZ |X , θY |Zの事前分布と
してθZ |X , θY |Z ∼ N (0, α−1)を仮定する．このときのベ
イズ最適な平均介入効果は，以下のように与えられる．

E[y|do(X = x ),m = G ,DN ] =

∫ ∫
θY |ZθZ|Xx ·N (θY |Z ;µY |Z , s

−1
Y |Z )×

N (θZ |X ;µZ |X , s−1
Z |X )dθY |ZdθZ |X， (13)

µY |Z = s−1
Y |Zz

Ty， (14)

sY |Z = α+ zTz， (15)

µZ |X = s−1
Z|XxTz， (16)

sZ|X = α+ xTx． (17)

ここで，x = (x1, · · · , xN )T ,y = (y1, · · · , yN )T , z =

(z1, · · · , zN )Tとした．

4. 提案アルゴリズム

この節では提案アルゴリズムについて説明する．最初に本

研究の仮定について説明する．本研究では，因果ダイアグラム

が未知であり，因果ダイアグラムに基づいて定まるパラメー

タも同様に未知である．その一方で，予め専門的な事象に対



する知識や観測データから各変数間の l個の因果関係は向き

を含めて既知であるが，どの変数間の因果関係が生じている

かは分からないとする．このとき，l個の因果関係が全て存

在していると見なしたモデルをフルモデルと定義する．フル

モデルから一部の因果関係を取り除いて考えられる 2l 個の

モデルをそれぞれm1,m2, · · · ,m2l と記述する．これらの

モデルの集合をM = {m1,m2, · · · ,m2l}と表すと，モデ
ルの集合Mの中には正しい因果関係だけを取り入れた真の

モデルが含まれている．各モデルmi ∈ Mに対して事前分

布 p(mi)を仮定する．また，因果ダイアグラムmiが定まっ

たもとでパラメータ θmi が定まるものとし，各パラメータ

θmi
に対して事前分布 p(θmi

)が仮定できるとする．

4.1. 提案へのアプローチ

このような状況において，ベイズ最適な平均介入効果を求

めるには |M| =2l 個の各モデルmi ∈ Mに対して混合操

作をとる必要が生じる．このとき，因果関係の数が増加する

につれて指数関数的にモデルの候補は増加するため従来手法

の適用は困難である．また，各モデルの平均介入効果を求め

る際にはパラメータの事後分布で重み付けを行うため数値積

分を要し，パラメータの数が増大するにつれて更に計算が困

難になってしまう．そのため，簡単な計算で平均介入効果の

推定をしながら，全てのモデルを混合せずにベイズ最適な平

均介入効果の近似が可能になる実用的な方法が求められてい

る．そこで本研究では，事後分布での重み付けをする代わり

に最大事後確率推定 (MAP推定)[8]で求めたパラメータで

重み付けを行い，計算量を削減する方法を提案する．また，

少数の因果ダイアグラムをサンプリングし，これらに対して

混合操作を取り，ベイズ最適な介入効果を近似するアルゴリ

ズムを提案する．

4.2. MAP推定値による平均介入効果の近似

ここでは，パラメータの事後分布による重み付けをする代

わりにMAP推定値で重み付けし，近似する方法について説

明する．式 (12)ではパラメータの事後分布で重み付けを行

うため数値積分を必要とし，パラメータ数が増えるにつれて

計算が困難になる．そこで，事後分布の最頻値で与えられる

MAP推定値で重み付けを行うことを考える．以下にMAP

推定値を与える式を示す．

θMAP
m = arg max

θm

p(DN |m,θm)p(θm)． (18)

MAP推定値による重み付けを行うときの平均介入効果は，

E[y|do(X = x ),m,DN ] ≈

ȳx(m,θMAP
m )p(θMAP

m |m,DN )， (19)

のように与えられる．このように計算を行うことで数値積分

が省略され，パラメータの重み付けに要する計算量が軽減さ

れる．ここで，MAP推定値で近似した平均介入効果がベイ

ズ最適な平均介入効果を近似できているか検証するために式

(12)と式 (19)で推定した平均介入効果を比較する実験を行っ

た．予め任意の因果ダイアグラムを設定し，そのモデルに対

応する構造方程式にパラメータを与えたもとでデータを生成

した．生成したデータを用いて平均介入効果の推定を行った

ところ，両者の誤差は 10−9程度の非常に小さい差であった．

そのためパラメータの事後分布で重み付け積分を計算する代

わりにMAP推定値で重み付けを行っても推定精度への影

響は非常に小さいと見なし，以降の計算では，式 (19)を用

いて各モデルの平均介入効果の近似計算を行う．

4.3. 提案近似アルゴリズム

次に，ベイズ最適な平均介入効果の近似を行うアルゴリズ

ムについて説明する．従来手法を用いてベイズ最適な平均介

入効果を推定するには |M| =2l 個のモデル全てを混合して

推定を行う必要があり，因果関係の数が増えるにつれて従来

手法の適用は困難になる．そこで，本研究では，全てのモデ

ルではなく，モデルmi ∈ Mを無作為に任意の数だけサン

プリングして，サンプリングした少数のモデルを混合し，ベ

イズ最適な平均介入効果を近似することを考える．以下に提

案近似アルゴリズムを示す．

Step1)各モデル mi ∈ Mを任意の個数だけを無作為に

サンプリングする

Step2)サンプリングされたモデルを用いて式 (11)に従っ

て平均介入効果の計算を行う

以上のようにサンプリングした少数のモデルを混合する操

作を取ることにより，ベイズ最適な平均介入効果の近似を行

う．これらの方法を用いることによって，従来手法に比べて

手軽な計算量でベイズ最適な平均介入効果の近似推定が可能

になると考えられる．次の節では提案アルゴリズムを用いて

ベイズ最適な平均介入効果の近似精度を検証する実験を行う．

図 2: 数値実験で扱う因果ダイアグラム

5. 数値実験

この節では，提案アルゴリズムで与えられる推定値のベイ

ズ最適な平均介入効果に対する近似精度を検証するために評

価実験を行う．

5.1. 実験条件

本研究では図 2 の因果ダイアグラムを用いて実験を行

う．このとき，予め分かっている各変数間の因果関係の

数 l = 6 である．因果ダイアグラムの候補となるモデ



図 3: サンプリング数に対するMSEの平均値推移

表 1: 真の因果ダイアグラムにおける lの数ごとのMSE
因果関係の数 l MSE

0 0.0001
1 0.0004
2 0.0412
3 0.1408
4 0.3069
5 0.5408
6 0.7588

ルの集合は M = {m1,m2, · · · ,m26} となる．各モデ
ル mi ∈ M の事前分布は p(m1) = p(m2) = · · · =

p(m26) = 1/26 と設定した．各モデルのパラメータの事

前分布 p(θm1
), p(θm2

), · · · , p(θm26
)は N (0, 12)に従う

ものとする．データを生成するにあたって，確率変数Z1，Z2

はN (0, 12)の分布からデータを生成し，それぞれサンプル

サイズはN = 50とした．

5.2. 実験手順

まず，ランダムに真のモデル mi ∈ M をサンプリング

する．次に，このモデルに対応する各構造方程式に真のパラ

メータを設定し，データの生成を行う．生成された各変数の

サンプルDN を用いて提案アルゴリズムによりパラメータを

推定する．予め設定した真の因果ダイアグラムから定められ

る平均介入効果と提案アルゴリズムによって推定した平均介

入効果の二乗誤差を計測する．この手順を単一のモデルから

|M| = 26個のモデルがサンプリングされるまで行う．以上

の実験を各サンプリング数に対して 100,000回ずつ繰り返

し行い，その都度，真の因果ダイアグラムのサンプリングも

行う．最後に平均二乗誤差 (MSE)によって評価を与える．

その結果を図 3に示す．

5.3. 結果と考察

図 3と表 1を元に実験結果の分析と考察を行う．図 3よ

り，8個のモデルをサンプリングしたところでMSEが大幅

に改善し，下限であるベイズ最適な平均介入効果の値に近い

推定ができていることを確認した．それ以降はサンプリング

数が増加するにつれて少しずつ誤差が小さくなっていくこと

が伺える．表 3より，因果関係の数が少ない場合にはMSE

が小さい一方で，因果関係の数が増加するとMSEは徐々に

大きくなる傾向がある．このことから，真の因果ダイアグラ

ムに存在する因果関係が少数の場合と多数の場合これら全て

を考慮したことにより，全体的な推定精度が良好になってい

ることがわかる．

6. まとめと今後の課題

本研究では，ベイズ最適な平均介入効果を求める際に必要

となる数値積分の計算を回避するためにベイズ最適な平均介

入効果は構造方程式のパラメータをMAP推定した値で重み

付けを行うことで近似できることを示した．また，各モデル

mi ∈ Mを任意の個数だけサンプリングし，これらに対し

て混合操作を行い，ベイズ最適な平均介入効果の近似を行う

アルゴリズムを提案した．実験の結果，l = 6の場合にはモ

デル候補の総数の約 8分の 1をサンプリングして混合するだ

けで，ベイズ最適な平均介入効果をある程度近似できること

が分かった．提案アルゴリズムにより，推定精度を大きく劣

化させずに計算量を低減させることが可能になる．

今後の課題としては，より多くの変数や因果関係を考慮し

た場合に同様の実験を行い，提案アルゴリズムによってベイ

ズ最適な介入効果の近似精度の検証やモデルの総数に対して

どれだけの割合のモデル数が必要か考察することが考えられ

る．また，実際に介入を行ったデータに対して提案アルゴリ

ズムを適用し，平均介入効果の推定を行い，手法の推定精度

や計算時間の観点から実用性を検討するといったことが考え

られる．
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